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1. EINLEITUNG

11, sei die Menge der reellen Polynome vom Grad ~.m und
[[m,n L {"m.m [))n,‘"qn P& [[m <y 6[[7L}'

Wir bezeichnen mit | - ';,.,; die Tschebyscheff-Norm iiber einem abgeschlos-
senen Intervall [a, b] der erweiterten reellen Zahlen R.

In den letzten Jahren wurde versucht, Bezichungen zwischen Holomorphie-
eigenschaften einer Funktion f und der geometrischen Konvergenz der
Minimalabweichungen

/\m,n: inf ‘lf S e ool
Py, e

W L

herzuleiten. Man betrachtet dazu zu reellem » .~ 0 und s = | die abgeschlos-
sene Ellipse €(r, s) der komplexen Ebene mit Brennpunkten in 0 und r
und der Summe r - s beider Achsen. Flir eine ganze Funktion f definieren wir

MAr,s) == max  f(z).
f( ) z2€(r 5) /( )

Wir sagen, f habe geomertrische Konvergenz, wenn
Hm (A, )07 - L
oL

Meinardus, Reddy, Taylor und Varga [3. 4] bewiesen.

Satz | [4].  Sei f(x) eine reelle, stetige Funktion iiber [0, o) und [ habe
geometrische Konvergenz. Dann ist [ Restriktion einer ganzen Funktion von
endlicher Ordnung. Auferdem gibt es fiir jedes s = 1 positive Konstanten
K(s), 0(s) und r(s) mit

M (r, sy <2 K(SH! f i, 08
fiir alle ¥ == r(s).
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Eine hinreichende Bedingung fiir geometrische Konvergenz ergibt sich
aus

Sa1z 2 [1]. f(z) = Y. o a,z* sei eine ganze transzendente Funktion mit
reellen Koeffizienten und a, >0,a, >0 fiirv = v,. Gibt es nun reelle Zahlen
s>1,K>0,0>0und ry >0 mit

M(r,s) < K(|fllo)® firaller =r,,
dann besitzt | geometrische Konvergenz.

Die in diesem Satz angegebene hinreichende Bedingung ist schwicher als
die in [4] verlangte, wo alle Taylorkoeffizienten nicht negativ sein muften.
Den Beweis von Satz 2 kann man wie in [1] direkt fithren oder den folgenden
Storungssatz von Roulier und Taylor [5] heranziehen.

Satz 3 [5]. Sei f eine ganze Funktion mit nur endlich vielen Nullstellen
in {0, o0). Es gebe Zahlen s > 1, K > 0, 8 > 0 und r, > 0 mit

Mr,s) <K (1 fllon)°® firaller>r,

und ganze Funktionen f, und f, mit den FEigenschaften:
f=h+te, (1)

fiz) = > azr  mita, = 0firv=0,1,2,.,
r=0

und f; habe geometrische Konvergenz, (2)
es existiert ein B > 0 mit f(x) = —B fiir alle x > 0, 3

es existieren Zahlen ry > 0, ¥ > 0 und A > 0 mit
So(x) <ALf[(X)]? fiir alle x =1y, 4)

es gibt eine Folge von positiven Zahlen {n;}, fir die
1 << nj 4 /n; < p mit einer festen Zahl p gilt und
auferdem f"(xy < 0 fir alle x = Oundj = 1,2,.... 5

Dann besitzt f geometrishe Konvergenz.

Durch diesen Stoérungssatz wird die Kluft zwischen notwendigen und
hinreichenden Bedingungen fiir geometrische Konvergenz zwar gemildert,
andererseits kann dieser Satz wegen der Voraussetzung (2) nicht mehrmals
hintereinander angewendet werden. So konnten Roulier und Taylor damit
die geometrische Konvergenz fiir f(x) = e* + a - e=® fiir beliebiges ae R
nachweisen, jedoch nicht die geometrische Konvergenz von e® + a - cos x.
In dieser Arbeit wird daher eine Version eines Storungssatzes dargestellt,
die diesen Nachteil nicht hat.
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2. DER STORUNGSSATZ

Zur Vereinfachung vereinbaren wir: Sei

0 Ny o Xs X e
mit zugeordneten ganzen, nichtnegativen Zahlen 5, . B, ..... B, . Wir setzen
L lf
B> B und RS I R
i1 i1
Weiter sei
s , {hhganz. a, < R. /i hat in [0, =) |
N 1= Lh(2) Z a,zt “ genau bei v, Nullstellen der .
)\ v | Ordnung B, (! i L), l_im hi(x) 5\
g ) hganz, h -+ 0, a, ¢ R, hat
Noo h(z) Y azUbei x; Nullstellen der Ordnung .
v Q) ‘ .B/ (] S L) s

Ist he N. so bezeichnen wir mit 4 die ganze Funktion /# /.

Satz 4. Sei fe N und transzendent. Es gebe fiir jedes s - 1 Konstanten
K(s) = 0. 6(s) > 0 und r(s) = O mit
M(r, sy << K(s) - (1 S iy )0 tiir alle v - r(s).

Auferdem gebe es ganze Funktionen fi.f, € N mit dem Eigenschaften (1),
(3)~(5). Weiter gelte:

11 hat geometrische Konvsrgenz und es gibt ein
) (6)
ro = 0, 50 daf f, filr x .= ry monoton wéchst.

Dann besitzt f geometrische Konvergenz.

Zum Beweis bendtigen wir einige Hilfssitze.

HiLrssatz 1. Ist he N, e N, r =0, v =0 und D h(x), oy In(x)
fiir x == r, dann gibt es eine Konstante y = O mit

X)) 22y hy(x)] fiir alle x € [0, 0).
Beweis. Da he N, ist h(x) > 0 in [0, r]. Also ist

vy min] Mx) 0.

xe[0,r
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Setzen wir

e 1= max [ I(x)l,  sogiltfirxe[0,r]: | A()| = (ilys) | ().

xe[0,r]

HiLrssaTz 2. Seien fe N, fieN, r >0, 5 > 0, {q,} eine Folge in N und
{q1..} eine Folge in N mit | g (x)| = ¥ | g1..(X)| fiir alle xz=r und alle n.
Auﬁerdem sei limy,.q ”f_ én ”[O,TJ = 0 und Iimn—»w ”fl — qu,n “[0,7‘] = 0.
Dann gibt es eine Konstante v >0 mit | q,(x)| = v | ¢y..(x)| fiir alle xe
[0, 0) und alle n.

Beweis. Wir setzen

oy 1= XIETE(%T}]f(x)’ g 1= xrel}(?,)r(] |f1(x)|s

Dann ist «; > 0, und wir kénnen ein n, so wahlen, daB
GulX) Z /2 und | Gr.alx)] < 20

fiir alle n > ny und alle x € [0, r] gilt. Damit ergibt sich fiir alle x € [0, c0)
und n >n,:

| gu(x)] = min(p, foge™ )l g1.4(x)|

Nach Hilfssatz | gibt es auBerdem positive Zahlen y, , vy ,..., y,, mit | g,(x)|>
Y | qua(x)] fir x € [0, oy und n = 1, 2,..., n, . Die Zahl y = min (¢, o357,
Y1 Ve sees ¥a,) €rfllt somit unsere Behauptung.

AuBerdem beweist man mit Hiife der Cauchyschen Integralformel.

HiLFssaTz 3. Sei h eine ganze, transzendente Funktion, p ein Polynom,
s > 1. Dann gibt es ein r* >> 0, so dap fiir alle r > r* die Ungleichung

Miﬂ(ra S) < Mh(ra S)
erfiillt ist.

Beweis von Satz 4. f, hat endlich viele Nullstellen, die wir mit
0y <y < <pa<<0

bezeichnen und entsprechenden Ordnungen «; , a,..., ¢z . Unter diesen y;
kommen wegen £, € N die Stellen x; mit der Ordnung > B; vor. Wir de-
finieren

a da
wy(x) = [[(x —p)™  und o= Z o . (7

Mit p, bezeichnen wir das Polynom aus I7,, ; mit

PO = F2(»)
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firj =0, 1,..,2x, — [und ¢ 1, 2,.... d; auBerdem seil

I !

- 3 N
q1. P WP

die Minimalldsung zu {jf, beziiglich V, lber [0, «c]. Eine solche existiert
in jedem Fall fiir # = 3 und wir definieren
i ]

: - E, .
./1 (ILH o] '

Weiter bestimmen wir p, ¢ [/, |, durch

fir; -0.1.....38, - lund/ - 1.2,... L. Dann gilt
Jo = Py o wOF,

mit emner ganzen Funktion £, .
Mit p,, €11, ,, bezeichnen wir fir n = 38 das Minimalpolynom zu F,
tber {0, r] und setzen
Iy = Py llar o= Es(r).
Wir betrachten jetzt
4n e Yo (8)
mit
‘{241; /32 o WS(P-:,;; i““’.//“’)) (9)

und wollen zeigen, dafl wir mit den Polynomen ¢, /1, dic geometrische
Konvergenz erreichen, Fir x -y, gilt

| 1

ql.u(x) ,fl(»\‘) o

also gibt es, da lim,_ £, , - Oist, und f, fiir x "> r, monoton wichst, ein
n*e N und ein r, > max(r,. y;) mit

B

e T flir x == roundn - n* (B wie in (3)). (10)
ql‘n(-\ﬁ)

Dieses r, konnen wir noch so wahlen, daB3 zuséatzlich

f(x) = LX) fiir alle x = r, erfillt ist. (1
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Im folgenden sei stets r > r, . Da q, € N ist, gilt ¢, = w - §, . Wir definieren
ein Polynom @, durch

qn = W(Qn + WZEZ,n(r))
und erhalten fiir x € [0, r,] und # = 3 ;
f(x) — Qu(x)| = J;;éy ([1(x) + fo(X) — gy,n(x) — Pa(x) — WH(X) po,n(x))

fl(x) - ql,n(x)

w(x) £1(X) GrnlX) [1(X) g1,(x)]
[o0) = Box) — WX) Pan) |,
i wi(x) wH(x)

< KiEyn + wWi(x) Ez,n(r)-

Dabei ist K; eine Konstante, die sich aus der Beschrinktheit von || ¢,,, lto, 1
fiir n > 3« ergibt. Dann folgt:

Gu(x) = Q%) -+ WHX)Es,nlr)
= () — £ (x) — Qu(x)] + WHX)Ey o(r)
>f(x) - KlEl,n .

Also gibt es ein n** € N mit
Ga(x) > 1 () fiir alle x € [0, r,] und alle n > n**. (12)

Jetzt ist aber $, -+ wp, , Hermite-Interpolationspolynom zu f, auf einer
gewissen Punktmenge in [0, r]. Also folgt aus (5) fir x = r und n = n; :

So(X) < Pa) + wHX)Pe, u(X) << G n(X).

Wiahlen wir j, so, daB n;) > max(n*, n**), dann gilt mit (10)

_ Go,n(X) B
3 = @) (1 22205) = 40a0) (1 = =05) )
= 1q,,.(%)

firn = n;mitj > jound x = rmitr > r,. Firx e [r,, r]ist wegen ¢, ,(x) >
—B und (10) ebenfalls

4.4x) = 1q,..x) far alle n = n*, (14)
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Aus (12)—(14) ergibt sich, dal ¢, € N fiir n == n; mlt J = j, . Insbesondere
gilt fiir x e [r, co} mit r == ry und 1 == n, mit j =

(L N L2
FI) @) L ) ) A gradx) )
. 3
e 2E, .
f1(') t
Wir kommen nun zur Abschitzung in [0, r] und gehen aus von
|7l : A ) A e
L f(x t/n<\) | I A A TS A E R

Wegen (1) gibt es nach Hilfssatz 1 ein y -0 mit f(x) = fyx) for
alle x € [0, o0). Nun gibt es eine Konstante K - 0 mit

Gronilo, - K fur alle n - 3o
Also folgt aus

1. 4/:1(-\'): B fl(‘()(/l AX),
daB lim, .. | §,.,, — f, fo. O ist. Weiterhin ist

: f? - (i‘z,n }[()./._.l oo HYZF‘Z “'2( Pan E'_’.n(r))‘ to,r,l
“'2 3‘[70."»_.] : 252.71“')

far r .- r,. Unter der Voraussetzung lim, .. F, (r) - 0 folgt damit
im,_.. [/ — §nillo.,,; O und so nach Hilfssatz 2 unter Beachtung von (13)
und (14): Es gibt eine Konstante y > 0 mit

[IN(’\'N o '}7 H (I],n,(x)‘
fur alle x € [0, o), wenn nur noch # == n; (j == j,) und r == ry 1st. Somit gilt

unter diesen Einschrankungen

A gy T
| a0 |y B TErxe(0] (17)

und fir x € [ro, 7]

| ) = @) | W) — ponl¥) = Epalr) |
f(\) (/n(\) ! f ,\‘ (]n(,\‘) :
- 2Ly (1) | L‘D,,i | ;
- ; e I i (18)

2L, (1)
7

w ;(\\)) [/‘11 I:}.n]-
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Da f; geometrische Konvergenz iiber [0, oo] besitzt, gibt es zu s > 1 Kon-
stanten K > 0, # > r, und eine ganze Zahl § > 1 mit

My (x,5) < R(I fillo,)?  fiir alle x > 7.

AuBerdem wahlen wir 7 so, daB | fi(x)] = || f{ llio.1 gilt fiir alle x > 7. Damit
ergibt sich wegen (11) fir x > #:

w3(x)

f(x)

wix) | 2| wix)
A T 1A e

. < [ M38(x, s) 1/6
1/6 w i
gt 2K [ Mfl(x, S) ] ’

sgz\

Nach Hilfssatz 3 bleibt dann | w3(x)/f(x)! fiir alle geniigend groBen x be-
schrinkt, also existiert

max | wi(x)[f(x)].

AuBlerdem existiert max,s,, [1/f1(x)], so daB sich aus (18) (unter lim,,_ .«
E, (ry = Omitr >=r,) fir xe[r,, r] und n = n; mit j > j, ergibt:

So%) — g5.0(x)

Dabei ist K, > 0 eine Konstante. SchlieBlich gilt wegen (12) fiir x € [0, r,]
und n = n**:

w(x)(l“:z(x) — Pa.n(X))
J(X) ¢u(x)

w(x) Es,(r)

| w)|
F()?

< KB (1)

SoX) — ga.alX)
F(x) gu(x)

+

<4

E, (1)

mit K @ =maXyefo,r,1 [4 | w(x)|/| f(x)|2]. Zusammenfassend ergibt sich aus
(15, (17, (19), (20) fiir n = »n; mit j = j,, falls noch r > r, und lim,,_,,
E, (r) =0 ist:

S g

(Ky = max(K,, K3)).

H] 1

E 4
< max /22 4+ K,E, (r), —— -+ 2E1 21
| y 4 2,()]‘1(’_) 1, ( )

Y

[0,0]
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Da f; geometrische Konvergenz besitzt, existiert ein K* >0 und ein
s > 1 mit

Ey ., <o K*/s" fiir alle geniigend groflen 1.

In (21) ist E, ,(r) die Minimalabweichung zu £, = {(f, — py)/w?® beziiglich
11, _5; tiber [0, r], also gilt nach einem Satz von Bernstein

- 2Mpylr. )
R T 22)

Nun folgt aber mit Hilfssatz 3 fir alle geniigend grolen r:
MEg(r.s) Mi(r.s) - M s A1)
Myfr.s) - My(r.s) (23)
2M (r.8) M,(r.s).
Nach Satz 1 gibt es Zahlen K; -0, ¢, - Ound r, 0 mit
Mo(r,s) = Ky fole ) fir roory (24)
Nach Voraussetzung (4) und (6) gibt es eine Zahl r, - 0 mit
1 Voot Nt o Jaii
Sytton s AC T o)
(A )™

fiir r == r,. Dabei ist @, : - -max(l, ¥). Aullerdem gibt es Zahlen K; -0,
6 > 0 mit
Mor sy o K [ o)

for alle genligend groflen ». Wir konnen also ohne weiteres r; so grofy
wihlen, daf3

M(r.s) = KN fn./l)‘l:';/ (25)

fur alle r >> r, mit einer Konstanten K, erfillt ist. Aus (22)-(25) folgt daher
mit einem Kg > 0

SR
K Al (26)

5"

L4 b
(;,f‘ ! [f)t,'ﬂ,

g

K'»'IE2.12(") [\/R

far alle genligend groBen r. Dabei ist @ - max(P,0, 8,). Da f, fir r -1,
monoton wichst, kdnnen wir r - r(n) so wihlen, dal3

/](r) Sn,(fl%l)
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fiir alle gentligend groBen # erfiillbar ist. Wegen (26) gilt auch
lim E, ,(r(n)) = 0

und aus (21) ergibt sich fiir n == »; fiir alle geniigend groBen j:

*

-3

< max
[0,c0]

s 4 Kss(ndS/(diJr.l)—n)’ 2K *g—n + 4s—n/(®+1);

*

< max 57 4 Kgs /(1 D KXg—n 4 4g-n/(@+D)

< const. s—n/(@+L),
Beachtet man jetzt noch, daB3 wegen (5)
I <njfn; <p
erfiillt ist, so folgt damit die geometrische Konvergenz.

BEISPIEL.
f(x) = e + asinx + b cos x -+ p(x).
Dabei sind @, be R, A == | und p ein Polynom. Wir kénnen f umformen zu

fx) = e* - A cos(x + D) + p(x)
mit
A=(2+bm"2 und 0<P <2m

Betrachten wir mit ¢ > 0

ert L ce A
und setzen x,: =(1/21) In ¢, so gilt mit y = x — x,:
o + ce ™ — e/\(ac0+y) + er‘Tue*/\(moﬂ!)
= M 4 ™)
Wihlen wir x, : = 2k7w — @ (k € Z), so ergibt sich fir

()= f(y + x0) + e — p(y 4 xp)
somit

F(») = ™" -+ e™¥) - A cos y.
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Sind 0 = x; << x, << -+ << x; die Nullstellen von f(x) mit Ordnungen
Bis Bsseen. Br in [0, o0), so wihlen wir & so groB, daB x, - 2kw — @ =~ x,
ist und () als ganze Funktion nur nichtnegative Koeffizienten hat. Sodann
bestimmen wir ein gerades Polynom p,(y) mit grad(p,) = grad(p). das an den
Stellen y; -~ x; — x, die Funktion e* 0% - p(x, -~ r) mit der Ordnung f3;
interpoliert und einen positiven Koefhzienten bei der hdchsten Potenz hat.
Dann hat

TR0 = FO) 0o plr o xg) o pl=y o xy) - pal(y)

als ganze, gerade Funktion in y hochstens endlich viele negative Taylor-
koeffizienten. Setzt man »? . z, so besitzt F*(z): - f*() nach Satz 2
geometrische Konvergenz lber [0, o] und damit f*(y) dber [—x=. ]
Nun ist

Jx) R = xy) e M e pl= X 2x)) - plx X)),
setzen wir also

fulx) = Ry xy)
und
1o(x) —c e pl-x o 2x,) R plx ).

dann sind alle Voraussetzungen von Satz 4 fiir /£, -+ £, crfiillt: / besitzt
geometrische Konvergenz tber [0, o]

Insbesondere ist damit dic Vermutung von Roulier und Taylor [5] be-
stitigt, dall e” — ¢! cos x geometrische Konvergenz besitzt. Weitere An-
wendungsbeispiele von Satz 4 sind in [2] angegeben.
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