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1. EINLEITUNG

JIm sei die Menge der reellen Polynome yom Grad 111 und

Wir bezeichnen mit 'Ila./,] die Tschebyscheff-Norm uber einem abgeschlos-
senen Interyall [a, b] der erweiterten reellen Zahlen iHi.

In den Ietzten Jahren wurde yersucht Beziehungen zwischen Holomorphie
eigenschaften einer Funktion fund der geometrischen Konyergel1z del'
Minimalabweichungen

inf
,.. 1-:11

!l1.1' iii ,II

If rlll,l! In, i.1

herzuleiten. Man betrachtet dazu zu reellem rOund s I die abgesch los
sene Ellipse (5;(r, s) der komplexen Ebene mit Brennpunkten in 0 und r
und der Summe r . s beider Achsen. Fur eine ganze Funktionfdefiniercn wir

M r(r,.I) : max .!(:::).
=cl£(r ..\)

Wir sagen, f habe geometrisclie Konr;ergen:::, wenn

Meinardus, Reddy, Taylor und Varga [3, 4] bewiesen.

SATZ I [4]. Sei f(x) cine reelle, stetige Funktion uber [0, x) und f liahe
geometrische Konvergenz. Dann ist f Restriktion einer ganzen Funktion I"On
endlicher Ordnung. A ujJerdelll gibt es fur jedes s I positit-e Konstantt'n
K(s), 8(s) und r(s) mit

Mi(r, s)

fur aile I' r(s).
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Eine hinreichende Bedingung fur geometrische Konvergenz ergibt sich
aus

SATZ 2 [1]. fez) = L':o a,z' sei eine ganze transzendente Funktion mit
reellen KoeJfizienten und a, > 0, a, ~ °fur v ~ Vo • Gibt es nun reelle Zahlen

o
s > 1, K > 0, () > °und ro > Omit

fur aile r ~ ro ,

dann besitzt f geometrische Konvergenz.

Die in diesem Satz angegebene hinreichende Bedingung ist schwacher als
die in [4] verIangte, wo aile Taylorkoeffizienten nicht negativ sein muBten.
Den Beweis von Satz 2 kann man wie in [1] direkt fiihren oder den folgenden
StOrungssatz von Roulier und Taylor [5] heranziehen.

SATZ 3 [5]. Sei f eine ganze Funktion mit nur endlich vielen Nullstellen
in [0, 00). Es gebe Zahlen s > 1, K> 0, () > °und ro > Omit

fiir aIle r ~ ro

und ganze Funktionen fl und f2 mit den Eigenschaften:

f=h+h,

ftCz) = L: a,z'
v=o

mit a, ~ °fiir v = 0,1,2, ... ,

(1)

undh habe geometrische Konvergenz, (2)

es existiert ein B > Omit hex) ~ - B fur aile x ~ 0, (3)

es existieren Zahlen r1 > 0, lJ' > °und A > Omit
hex) ~ A [h(x)]'¥ fur aile x ~ r1 , (4)

es gibt eine Foige von positiven Zahlen {nj}, fur die
1 < nj+l/nj ~ P mit einer festen Zahl p gilt und
aufJerdem f~nj+l)(x) ~ °fur aile x ~ °und j = 1,2,.... (5)

Dann besitzt f geometrishe Konvergenz.

Durch diesen Storungssatz wird die Kluft zwischen notwendigen und
hinreichenden Bedingungen fiir geometrische Konvergenz zwar gemildert,
andererseits kann dieser Satz wegen der Voraussetzung (2) nicht mehrmals
hintereinander angewendet werden. So konnten Roulier und Taylor damit
die geometrische Konvergenz fiir f(x) = eX + a . e-X fiir beliebiges a E IR
nachweisen, jedoch nicht die geometrische Konvergenz von eX + a . cos x.

In dieser Arbeit wird daher eine Version eines StOrungssatzes dargestellt,
die diesen Nachteil nicht hat.
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2. DER STORUNGSSATZ

Zur Vereinfachung vereinbaren Wlr: Sei

o

mit zugeordneten ganzen. nichtnegativen Zahlen /3] . 13:2 ..... . Wir setzcn

Weiter sei

L

i3 : I (3;
i 1

lind J\(\): Ii (\
, I

\ h(z)

I

: h ganz. (I, IT>!;, h hat in [O,:c)

I a,,:' \ genau bei Xi Nullstellen der
,0 I Ordnung f3i (I i L), lim h(x)

i I

J Ih ganz, h 0, (I,. ( 1ft hat I
I a,z' ! hei Xi Nullstellen der Ordnung .
,,0 \f3i (1 i L) \

I

'i, \

]st hE lV, so bezeichncn wlr mit h die ganze Funktion II 17\1'.

SATZ 4. Sei fE N und transzendent. Es gehe fiir jedes s I Konstanten

K(s) 0, fi(s) 0 lind r(s) 0 mit

Mf(r, s) IiiI' aIle I' r(s).

Auj3erdem gebe es ganze FlInktionen .I; ,.I~ (C Sr mit dem Eigellschajiell (I),

(3H5). Weirer gelte:

.I; hat geometrische KOnl'srgenz lind es giht eill

0, so da/3.11 fur x 1'0 monotOl1 wachst.
(6)

Dann besitzt f geometrische KOl1vergenz.

Zum Beweis benotigen wir einige Hilfssiitze.

HILFSSATZ 1. 1st hEN, h] E {i/, I'

fiir x ? 1', dann gibt 1'.1' eine Konstante y

0, y 0 und h(x),
Omit

h(x)j .IiiI' aIle x c [0, CD).

Beweis. Da hEN, ist Il(x) > 0 in [0, 1']. Also ist

min h(x)
xcIO,r]

o.
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Setzen wlr

249

Y2:= max I h1(x)!,
xE[O,r]

HILFSSATZ 2. Seien fEN, II E lV, r > 0, Y > 0, {qn} eine Foige in N und
{ql,n} eine Falge in N mit I qn(x) I ;;? Y I ql,n(x) I fur aile x ;;? r und aile n.
AufJerdem sei limn~", 11/- qn II[o,d = ° und limn~", 11/1 - Q1.n II[O,f] = 0.
Dann gibt es eine Kanstante Y > Omit 1 qn(x) [ ~ Y 1 ql,n(X)! fur aile x E

[0, (0) und aile n.

Beweis. Wir setzen

(X1:= min I(x),
XE[O,r]

Dann ist (Xl > 0, und wir konnen ein no so wahlen, daB

und

fUr aIle n > no und aIle x E [0, r] gilt. Damit ergibt sich fUr aIle x E [0, (0)
und n > no:

[ qn(x) I ~ minCy, ;f(X1(X2
1 )1 ql,n(x) I

Nach Hilfssatz 1 gibt es auBerdem positive Zahlen Y1 , Y2 ,... , Yn mit I qn(x) 1~
o

Yn [ ql,n(x) I fUr x E [0, (0) und n = 1,2,... , no. Die Zahl Y = min (y, ;fCX1CX2!,

Y1 , Y2 , ... , Yn) erfUllt somit unsere Behauptung.

AuBerdem beweist man mit Hilfe der Cauchyschen Integralformel.

HILFSSATZ 3. Sei heine ganze, transzendente Funktion, p ein Polynom,
s > 1. Dann gibt es ein r* > 0, so dajJ fur aile r ~ r* die Ungleichung

erfullt ist.

Beweis von Satz 4. f1 hat endlich viele NulIsteIlen, die wir mit

°~ Y1 < Y2 < ... < Yd < 00

bezeichnen und entsprechenden Ordnungen (Xl, CX 2 , ••• , CXd' Unter diesen Yi
kommen wegen II E lV die Stellen x, mit der Ordnung ~ f3, vor. Wir de
finieren

d

W1(X) := TI (x - Y,t i

i=l

und
d

ex :== L ('Xi'

i=l

(7)

Mit PI bezeichnen wir das Polynom aus II2o;-1 mit
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fUr.i = 0, J,... , 2,/ -- lund i L 2, ... , d; auBerdem sei

die Minimallbsung zu J Ifl bezuglich Vn Liber [0, :J-.J]. Eine solche existiert
in jedem Fall fUr 11 3" und wir definieren

i
r.1

Weiter bestimmen wir fit fc 11:10 1 durch

fU r .i 0, I, .... 3f3i und i I, 2, .... L. Dann gilt

mit einer ganzen Funktion Ft .

Mit P2.n E nn :liJ bezeichnen wlr fur 11

uber [0, r] und setzen

Wir betrachten jetzt

3f3 das Minimalpolynom Zll Ft

II II if I. II if'2." n.,)
mit

Q2.11 P2 w:l(P'2.11 1:''2.//(r)) (9)

und wollen zeigen. daB wir mit den Polynomen if" F-, JI // die geomctrische
Konvergenz erreichen. Fur x )'11 gilt

also gibt es, da lim ll _n "--'l.n °ist, und .I; fur x ro monoton wachst. ein
n* EN und ein r2 max(ro . )'11) mit

B
q,,,/(x)

fiirx 11* (B wie in (3)). ( 10)

Dieses r'2 kbnnen wir noch so wahlen, daB zusatzlich

f(x) fur aile x r'2 erfiillt ist. ( II)
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1m folgenden sei stets r ~ r2 . Da qn E 111 ist, gilt qn = w· qn . Wir definieren
ein Polynom Qn durch

und erhalten fUr x E [0, r2 ] und n ~ 3a ;

I

hex) - ql n(X) 1
1
1'() )

~ w(x)lr(x) ql,n(X) 1 X ql,n(X I

Dabei ist K1 eine Konstante, die sich aus der Beschranktheit von II q1,n Ilro,r
2

]

fUr n ~ 3a ergibt. Dann folgt:

qn(X) = Qn(x) + w2(x)E2 ,n(r)

~/(x) -" [l(x) - Qn(X) [ + w2(x)E2 ,n(r)

~ lex) - K1El,n.

Also gibt es ein n** EO' N mit

qn(X) ~ tf (x) fur aIle x EO' [0, r2] und aIle n ~ n**. (12)

Jetzt ist aber ]52 + W3P2,n Hermite-Interpolationspolynom zu h auf einer
gewissen Punktmenge in [0, r]. Also folgt aus (5) fUr x ~ r und n = nj :

Wahlen wir jo so, daB nj ~ max(n*, n**), dann gilt mit (10)
o

(13)

fUr n = nj mitj ~ jo und x ~ r mit r ~ r2 . Fur x EO' [r2 , r] ist wegen q2,n(X) ~
- B und (10) ebenfaIls

fUr alle n ~ n*. (14)
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Aus (12)-(14) ergibt sich, daB qn E N fUr 11 ~= nj mit j jo. Insbesondere
gilt fUr x E [I', co] mit I' 1'2 und 11 n j mit j jo:

i I
1 _

! fix)
--

(In(X)

I
fix)

4
I;(r)

qn(x) J;(I')

2
(IJ,n(x)

( 15)

Wir kommen nun zur Abschatzung in [0, 1'] und gehen aus von

I f / d qn(x)
I /1(.r) !6,rLr)
, fix) ((n(x)

i lAx) -- ((2.r,(,\)
i -------------------
I fix) q,,(x)

( 16)

Wegen (II) gibt es nach Hilfssatz I ein y

aile x E [0. co ), Nun gibt es eine Konstante K
Omit fix)

Omit

Also folgt aus

K fLir aile II

o ist. Weiterhin ist

lI,2f-~ 1\,2( J!2,n E2",(I')),lii",1

1\,2 ·2£2,n(l')

fur I' 1'2' Unter der Yoraussetzung liml/~f £2,1/(1') 0 folgt damit
lim n .• co j - (In :lro"J 0 und SO nach Hilfssatz 2 unter Beachtung von (13)
und (14): Es gibt eine Konstante y ~. 0 mit

({n(x)l Y qLn(x)

fUr aile x E [0, 0',)), wenn nur noch 11 = I1j (j jo) und I' 1'2 ist. Somit gilt
unter diesen Einschrankungen

I f~(x) -- ((l.n(.r)

, fix) qn(x)

und fUr x E [1'2' 1']

1£
yy l,n

fLlr x c [0, 1'] (17)

I
':,(x) - C/., nix) I,Is -, - I

fix) q,,(x) .
11V~l'0ic2( x)~=-.J)~ni~·L·_§_.r,-(r12\
' j (x) ({n(X) :

3L\l-l'lI7:;(~jL II (IJ ~(.\:) i

_2 liy_(I') I-]:;~f I[7J/-'() E],n].
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Da h geometrische Konvergenz iiber [0, 00] besitzt, gibt es zu s > 1 Kon
stanten K > 0, f ? r 2 und eine ganze Zahl (j > 1 mit

fUr aIle x ? f.

AuBerdem wahlen wir f so, daB Ifix)] = Ilf1]1[0.x] gilt fUr aIle X? f. Damit
ergibt sich wegen (11) fUr x ;;;. f:

I
W3(X) I < 2[ w3

(x) I = 2I w3
(x) I

f(x) - f1(x) Ilflll[o.x]

M -( ) l/e< 2Kl/e [ W
39 x, S] .

- Mf,(x, s)

Nach Hilfssatz 3 bleibt dann i w3(x)lf(x)! fUr aIle geniigend graBen x be
schrankt, also existiert

AuBerdem existiert maxx>rz [Ilfl(x)], so daB sich aus (18) (unter limn~oo

E2 •n(r) = Omit r ? r 2) fUr x E [r2 , r] und 11 = Ilj mit.i ? 10 ergibt:

(19)

Dabei ist K2 > °eine Konstante. SchlieBlich gilt wegen (12) fUr x E [0, r 2]

und 11 ? 11**:

I
f2(x) - q2.nV~ I <: IW(X)(~2(X) - P2.n(x» I

f(x) qn(x) ---:- lex) (In(x)

+ I w(x) E2,n(r) I
lex) IJn(X)

~ 4 I w(x) I ( )
~ I .!(x) I2 E2 ,n r

(20)

mit K3 : =maxxElo.rz] [41 w(x)l l IJ(x)]2]. Zusammenfassend ergibt sich aus
(15), (17), (19), (20) fiir 11 = Ilj mit.i ?.io, falls noch r ? r 2 und limn~",

E2•n(r) = ° ist:
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Da j~ geometrische Kanvergenz besitzt, existiert ein K* > 0 und ein
s> I mit

fUr aIle genugend graBen II.

In (21) ist E2,n(r) die Minimalabweichung zu f~ U; -- P2)/W:J bezuglich
Iln - 38 tiber [0,1'], also gilt nach einem Satz van Bernstein

2/H F2(r.s)
----- ---_ .._--- _ .. _---

(s J) S"-:llJ '

Nun folgt aber mit Hilfssatz 3 fur aile genugend groBen 1':

(22)

MF/r. s) lvl/y. .1')

/'vlt /r. .1')

2/1,41 ,(1', .1')

(23)

Nach Satz 1 gibt es Zahlen K,-. - O. 01 0 und 1':: 0 mit

fUr I' (24)

Nach Varaussetzung (4) und (6) gibt es eine Zahl r t 0 mit

fTro.l! II ro,,1 /; 10" I

I; 10,,1 A( .I; 10,' I)'/'

( I A)( II ;10,11 )"'0

fUr I' 1'4' Dabei ist (J>I: maxi I, lJi), AuBerdem gibt cs Zahlcn K,; O.
f) :> 0 mit

fUr aile gcnugend graBen 1', Wir konnen also ohne weiteres 1', so groB
wahlen, daB

(25)

fUr aIle I' 1'4 mit einer Konstanten K7 crfUllt is!. Aus (22)-(25) falgt daher
mit einem K s > 0

K (, ir0,11) 'I

s'li
j ' »)<1.

!\ (0''-_
H sf! (26)

fUr aile geniigend groBen 1', Dabei ist (J> max(<[\O. ()l)' Da'/; fLir I' 1'0

monoton wachst, konnen wir I' r(n) so wahlen. daB
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fUr alle geniigend graBen n erfUllbar ist. Wegen (26) gilt auch

und aus (21) ergibt sich fUr n c= nj fUr alle geniigend graBen j:

255

~ canst. s-njl4>+!).

Beachtet man jetzt noch, daB wegen (5)

erfUIIt ist, so folgt damit die geometrische Konvergenz.

BEISPIEL.

f(x) = eAx +- a sin x + b cos x + p(x).

Dabei sind a, b E IR, A. ;:? 1 und p ein Polynom. Wir konnen f umformen zu

f(x) = eAx + A cos(x + QJ) + p(x)

mit

und

Betrachten wir mit c > 0

und setzen Xo : =(1/2A.) In c, so gilt mit y = x - Xo :

Wahlen wir X o : = 2k7r - QJ (k E Z), so ergibt sich fUr

somit
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Sind 0 Xl < X 2 < ... XL die N ullstellen von f (x) mit Ordnungen
(31' (32 ,... , (3L in [0, co), so wahlen wir k so groB, daB Xo 2k7T-- (/J XL

ist und j (y) als ganze Funktion nur nichtnegative Koeffizienten hat. Sodann
bestimmen wir ein gerades Polynom p](y) mit grad(pt) grad(p), das an den
Stellen Yi Xi -- X o die Funktion eAIl'I)'!) p(xo r) mit der Ordnung (3i
interpoliert und einen positiven Koeffizienten bei der hochsten Potenz hat.
Dann hat

f*(y) p(r p( -r

als ganze, gerade Funktion III y hochstcns endlich viele negative Taylor
koeffizienten. Setzt man 1'2 z, so besitzt F*(z): f*(y) nach Satz 2
geometrische Konvergenz Libel' [0, x,] und damit f*(y) iiber [x .x].
Nun ist

f(x) f*(x xo) c e .\,r p( - x 2xo) Pl(X x o),

setzen wlr also

/;(X) t *(x xo)

und
f~(x) -- c e-"" p( X 2xo) PI(X -- xo).

dann sind aile Voraussetzungen von Satz 4 fur j l;f f~ erfullt: f besitzt
geometrische Konvergenz uber [O,:f~].

Insbesondere ist damit die Verrnutung von Roulier und Taylor [S] be
statigt, dal3 e' - e' cos x geometrische Konvergenz besitzt. Weitere An
wendungsbeispiele von Satz 4 sind in [2] angegeben.
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